P. Sup. B/L Décembre 2024

TD n°9 : Réduction des endomorphismes (3)

Exercice 1
Déterminer le terme général de la suite (uy,)nen définie par :

Vn € N, up43 = 6upto — 1luy+1 + Guy,
uO:Lul:O,UQ:l '

Exercice 2

1. Soit A = (1 3

2. Déterminer le terme général des suites (u,) et (v,) définies par ug = vg = 1

U = 2u, + 2v
et Vn € N, { il " "
Untl = Up + 30

2 2 > Diagonaliser A.

Exercice 3

Soient n € N* et A € M, (R) telle que : A(A—1,)2 =0, (A—1,)2#0et A(A—1I,) #0.
1. Montrer que les valeurs propres de A sont 0 et 1.

2. Etablir que A n’est pas diagonalisable.

3. Montrer que, pour tout k € N*, AF s’exprime & 'aide de A et A2.

Exercice 4

1 1 0
a) Soit A = (1 1 1 ) . Calculer A3 — 34% +3A — I3. A est-elle diagonalisable ?
0 —1 1

b) A est-elle inversible ? Si oui, déterminer A~!.

Exercice 5

0 b O
Soient deux réels a et b strictement positifs. On pose : M = (a 0 b).
0 a O
a) Calculer M? et M3. En déduire I’expression de M™ pour n € N*,

b) Pour quelles valeurs de a et b, M est-elle diagonalisable 7
Exercice 6
1. Montrer que ’endomorphisme u :  Ma(R) — My(R) est une symétrie.
(a b) ( d —b>
—
c d —c a
2. Que peut-on en déduire pour les valeurs propres de u 7 u est-il diagonalisable ?

Exercice 7

n
Siu € L(E), E—R e.v. de dimension finie, et si P € R[z] tel que P(z) = Z apx®, on définit

k=0
n

I’endomorphisme P(u) par P(u) = Z apuf ot uF =wo-- oy et ud =Idg.
k=0 k fois
On suppose que P(u) = 0. Montrer que, si A € Sp(u), alors P(\) = 0.
Exercice 8

On suppose que A € M, (R) est diagonalisable et que Ay, ..., \, sont ses valeurs propres deux

p
a deux distinctes. Montrer que H (A — M\eIp) =0.
k=1



]~< INDICATIONS POUR LES EXERCICES DU TD N°9 >~\

Ex. 1 : écrire la relation de récurrence sous forme matricielle puis calculer les puissances de la matrice.
Ex. 2 : 1. ok; 2. écrire la relation de récurrence sous forme matricielle puis utiliser 1.

Ex. 3 : 1. utiliser I'égalité A(A—1I,)? = 0 pour montrer que Sp(A) C {0, 1}, puis raisonner par I'absurde
pour obtenir I'égalité ; 2. par I'absurde montrer que si A est diagonalisable, A2 = A ; 3. calculer A3, A*
puis conjecturer le résultat.

Ex. 4 : a) faire le calcul et utiliser la relation pour montrer que Sp(A) C {1}; b) regarder les v.p.
possibles puis utiliser I'égalité du a).

Ex. 5 : a) calculer aussi M* et trouver une relation simple entre les puissances paires (resp. impaires)
de M ; b) utiliser la relation entre M3 et M pour trouver les v.p. possibles puis chercher les s.e.p. et
conclure.

Ex. 6 : 1. montrer que uwowu = Id ; 2. montrer que Sp(u) C {—1, 1}, puis vérifier que Sp(u) = {—1,1}
en déterminant les s.e.p.

Ex. 7 : considérer un vecteur propre associé a \ et calculer P(u)(x) apres avoir montré par récurrence
que : Vk € N, vF(z) = Mz

Ex. 8 : diagonaliser P(A) en utilisant la matrice de passage qui diagonalise A.
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