P. Sup. B/L Novembre 2024

TD n°7 : Réduction des endomorphismes (1)

Exercice 1
Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et soit f un endomorphisme de F.
On note f o f = f2. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
a) Bl = Ker(f) ® Im(f)
b) Ker(f) = Ker(f?)
¢) Im(f) = Im(f?)
Exercice 2

Pour tout réel a, on note E, = {P € R,[z] | P(a) = 0}.

1. Déterminer une base et la dimension de FE,.
2. Soient a et b deux réels distincts. Déterminer une base d'un s.e.v. F' de R, [z] tel que F'
soit un supplémentaire commun a F, et a Ej dans R, [x].

Exercice 3
Soient E et F les sous-ensembles de R* définis par : E = {(a,b,c,d) € R*|a+b=c+d =0}
et F'={(a,b,c,d) €R* | a=d=0}.
a) Démontrer que E et F sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de R4,
b) Déterminer I'image du vecteur (x,y, z,t) par la projection p sur E parallelement & F,
et la symétrie s par rapport a F' de direction E.

Exercice 4
Soient p et ¢ deux projecteurs d’'un R-espace vectoriel E de dimension finie.

a) Montrer que p + ¢ est un projecteur de E si et seulement si pog=gop =0.
b) Montrer qu’alors : Ker(p + ¢) = Ker(p) N Ker(q) et Im(p + ¢) = Im(p) @ Im(q).

Exercice 5
Soient p,q € L(R™) deux projecteurs. On note Id 'endomorphisme identité de R".
Soit x € R” tel que p(z) = q(x).
1. Calculer (Id —p o q) o p(z).
2. Calculer (p+ q) o (Id —p)(z).
3. On suppose que p + q et Id —p o ¢ sont inversibles. Montrer que p — q est inversible.

Exercice 6
Soient ' un R-espace vectoriel de dimension finie et f,g € L(FE).
a) Montrer que si x est un vecteur propre de f et de g, alors = est un vecteur propre de
fH+getde fog.
b) Montrer que, si fog=go f et si A € Sp(f), le sous-espace propre de f associé a \ est
stable par g.
c) Montrer que si f est nilpotent, alors 0 est la seule valeur propre de f.

Exercice 7
Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie et p un projecteur de FE.
Montrer que les seules valeurs propres possibles pour p sont 0 et 1.
A quelle(s) condition(s) le sont-elles effectivement ?

Exercice 8
0 1 0
Soit u I’endomorphisme de R® canoniquement associé 8 A=[0 0 1 ].

1 -3 3
a) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de u. u est-il diagonalisable ?

1 1 0
b) Déterminer une base de R? dans laquelle u ait pour matrice B = (O 1 1 )
0 0 1



Exercice 9

0 0 3
1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de f.

2. Montrer que les deux sous-espaces Ker(f —1d) et Ker ( (f—3 Id)Q) sont supplémentaires
dans R3.

2 1 1
Soit A = (1 2 1) et f 'endomorphisme de R? canoniquement associé a A.

3 1 0
En déduire qu’il existe une base de R? dans laquelle la matrice de f est A’ = (O 3 0) .
0 0 1

Exercice 10

1 0 1

Soit A = (0 1 1) € M3(R). Déterminer les valeurs propres de A.
0 0 2

L’endomorphisme u de R3 canoniquement associé & A est-il diagonalisable ?

Exercice 11

Soit A, = ou a € R. A, est-elle diagonalisable ?

o OO
— =9
oo =O
oo O

]~< INDICATIONS POUR LES EXERCICES DU TD N°7 >~\

Ex. 1 : a)= b) : montrer que Ker(f?) C Ker(f) en utilisant Ker(f) NIm(f) = {0}; b)= ¢) :
montrer que rg(f) = rg(f?) ; )= a) : montrer que E = Ker(f)+Im(f) en partant de f(x) = f2(y).
Ex. 2 : 1. trouver une famille génératrice en utilisant la divisibilité par x — a et vérifier la liberté; 2.
chercher dim F' puis choisir une base adaptée.

Ex. 3 : a) chercher des bases de E et F'; b) décomposer tout vecteur de R* comme somme d'un vecteur
de E et d'un vecteur de F.

Ex. 4 : a) partir de (p+ ¢) o (p + q) = p + ¢ puis composer par p a gauche; b) montrer une double
inclusion en utilisant po ¢ = 0; montrer que la somme des images est directe, puis montrer une double
inclusion.

Ex. 5 : 1) et 2) développer et utiliser pop = p et go g = ¢q; 3) montrer que Ker(p — q) = {0} en
utilisant ce qui précede et conclure.

Ex. 6 : a) b) appliquer les définitions; c) montrer que si f(x) = Az et f = 0 alors A = 0; puis
montrer que Ker(f) # {0}.

Ex. 7 : utiliser p o p = p puis Ey = Ker(p), E1 = Im(p).

Ex. 8 : a) trouver une réduite de Gauss de A — A3 et conclure; raisonner par I'absurde; b) chercher
des vecteurs vérifiant les conditions : u(e;) = e1),u(e2) = e; + e, u(e3) = ez + es.

Ex. 9 : 1. ok; 2. déterminer Ker ((f — 31d)?) et vérifier que I'intersection avec Ker(f —Id) est réduite
au vecteur nul, puis choisir une base convenable.

Ex. 10 : déterminer la dimension des sous-espaces propres.

Ex. 11 : chercher les valeurs propres et les dimensions des sous-espaces propres.



