P. Sup. B/L Octobre 2025

TD n°6 : Fonctions polynémes

Exercice 1

n
Soit n € N. Donner une expression factorisée du polynéme P : z — Z (Z)Sk(l—x)3”_2kxk.

k=0
Exercice 2
a<b<ec
a+b+c=9
abc =15
ab + ac+ bc = 23

1. Déterminer un polynome unitaire P dont a,b et c sont les racines et 1’écrire sous forme
développée.

On cherche a déterminer les réels a, b et ¢ vérifiant : (.5)

2. En déduire toutes les solutions de (.5).

Exercice 3
Trouver tous les polynémes de R3[z] divisibles par x — x —1 et  —— x4 2, et dont le reste
de la division euclidienne par z — z2 — 2 est 3.

Exercice 4
Trouver tous les polynomes de Rz[z] dont le reste de la division euclidienne par les polynomes
r—x—1l,x——x+1et x— x— 2 est toujours égal a 3.

Exercice 5
Soient n € N, déterminer le reste de la division euclidienne de :

a)A:x——a"par B:x—— 22 -32+2;b) Pioxr— 2® + 22" + 1 par Q :  — 22 + 1,
puis par S : x — (z — 1)

Exercice 6
Soit n € N, sans utiliser la division euclidienne, déterminer une condition nécessaire et
suffisante sur (a,b) € R? pour que Q :  — (z — 1)? divise P : 2 — az"*! + ba™ + 1.

Exercice 7
Soit n € N, n > 1; montrer quon peut mettre en facteur x — 1 dans le polynome
Pz 22" — (2n 4+ 1)z 4+ (2n + 1)2" — 1. Quel est l'ordre de multiplicité de la
racine 1 dans P 7

Exercice 8
Pour quelles valeurs de a le polynéme P : x — (x4 1)7 — 27 — a admet-il une racine multiple
réelle ?

Exercice 9
Déterminer les polynémes P de degré 5 tels que z — (x — 2)3 divise P +2 et x — (z — 1)3
divise P — 1 en remarquant que P’ doit avoir deux racines multiples.

Exercice 10
1. Sans développer, montrer que le polynéme 7' : z +— (x —3)%2 — 2(x — 2)% + (z — 1)? — 2 est
le polynéme nul.

2. Soient P et @) deux polynémes de R[z] vérifiant : Vo € R, P(z)cos(x) + Q(z)sin(x) = 0.
Montrer que : P = Q = 0.



]~< INDICATIONS POUR LES EXERCICES DU TD N°6 >~\

Ex. 1 : mettre d’abord (1 — )" en facteur, puis utiliser la formule du bindme de Newton.

Ex. 2 : 1. trouver P sous forme factorisée, puis développer ; 2. déterminer les coefficients de P a I'aide
de (S) puis calculer ses racines.

Ex. 3 : utiliser P(1) = P(—2) = 0 pour trouver le quotient de P — 3 par x — 2> — 2.

Ex. 4 : remarquer que 1, —1 et 2 sont racines de P — 3.

Ex. 5 : a) le reste est de la forme ax + b; trouver a et b en remplacant x par les racines de
x — 22 — 3z + 2; b) idem avec une racine complexe de @, puis utiliser la racine double de S
et dériver |'égalité.

Ex. 6 : la condition est équivalente a : 1 est racine d'ordre au moins 2 de P.

Ex. 7 : calculer P(1), P'(1), etc.

Ex. 8 : résoudre P(z) = P'(z) = 0.

Ex. 9 : 2 est racine d'ordre au moins 3 de P+ 2 et 1 d'ordre au moins 3 de P — 1 donc racines d'ordre
au moins 2 de leurs dérivés et deg P’ = 4...

Ex. 10 : 1. calculer T'(1),7(2) et T'(3) ; 2. utiliser les valeurs de x qui annulent le sinus, puis le cosinus.
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Ex. 1 : mettre d'abord (1 — x)" en facteur, puis utiliser la formule du bindme de Newton.

Ex. 2 : 1. trouver P sous forme factorisée, puis développer ; 2. déterminer les coefficients de P a I'aide
de (S) puis calculer ses racines.

Ex. 3 : utiliser P(1) = P(—2) = 0 pour trouver le quotient de P — 3 par x — 2> — 2.

Ex. 4 : remarquer que 1, —1 et 2 sont racines de P — 3.

Ex. 5 : a) le reste est de la forme ax + b; trouver a et b en remplagant x par les racines de
x — x? — 3z + 2; b) idem avec une racine complexe de @, puis utiliser la racine double de S
et dériver |'égalité.

Ex. 6 : la condition est équivalente a : 1 est racine d'ordre au moins 2 de P.

Ex. 7 : calculer P(1), P'(1), etc.

Ex. 8 : résoudre P(xz) = P'(x) = 0.

Ex. 9 : 2 est racine d'ordre au moins 3 de P+ 2 et 1 d'ordre au moins 3 de P — 1 donc racines d’ordre
au moins 2 de leurs dérivés et deg P/ = 4...

Ex. 10 : 1. calculer T'(1),T'(2) et T'(3) ; 2. utiliser les valeurs de = qui annulent le sinus, puis le cosinus.



