P. Sup. B/L Mars 2025

TD n°14 : Produit scalaire dans R"

Exercice 1

Dans R* muni de son produit scalaire canonique, on considere les vecteurs e; = %(1, 1,1,1),

o5 = %(1, 1,1, 1) et e3 = %(1, 1,-1,-1).
1. Démontrer que la famille (e, ea, €3) est orthonormale.

2. Déterminer les vecteurs e4 de R* tels que la famille (e1, €2, €3, e4) soit une base orthonormale
de R%.

Exercice 2
Montrer que si x,%, z sont des réels tels que 22 + 2y 4+ 322 < 1, alors (z +y + 2)? < %

Exercice 3

Soient x1,...,x, des réels.
n

) n
1. Démontrer que : (Z .iEk> < nz :1;% et étudier les cas d’égalité.
k=1 k=1
2. On suppose en outre que Vk € [1,n], xx > 0 et que 1 + -+ + x, = 1.

Démontrer que : Z > n? et étudier les cas d’égalité.
Exercice 4
Soit n > 2 et R™ muni du produit scalaire usuel. Soit (e, ..., e,), n vecteurs unitaires de R"
tels que pour tous i # j, ||e; — e;]| = 1. Montrer que (eq,...,ey,) est une base de R™.

Exercice 5
Soient (ey,...,e,) une base orthonormale de R™ muni de son produit scalaire usuel et n

vecteurs uq, . .., u, de R™ tels que : Z |uil|? < 1.

; Z)\ u; < (é Ag) (é \|u¢|!2>.

2. En déduire que la famille (e; + u;)1<i<n est une base de R".

1. Montrer que pour Y(A1,...,\,) € R™,

Exercice 6

Soit (eq,...,e,) une famille de n vecteurs unitaires de R", muni du produit scalaire usuel,
n

tels que, pour tout z € R™, on a : ||z||*> = Z (x,er )2 Démontrer que (e1,...,e,) est une
k=1

b.o.n. de R".

Exercice 7
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de R muni du produit scalaire usuel.
Montrer que: 1) FC G = G+ Cc F+; 2) (F+G)* =F'nGt; 3) FL 4G+ = (FnG)*t

Exercice 8
R"™ étant muni de son produit scalaire usuel, soit f : R” — R" une application telle que :

V(z,y) € (R")?, (f(z), f(v)) = (z,y).

1. Démontrer que I'image d’une base orthonormale de R" par f est une base orthonormale.
2. En déduire que f est linéaire.

Exercice 9
E = R” est muni de son produit scalaire canonique. Soient a € R* et u € R™ un vecteur
unitaire.
1. Montrer que f:z € E+— x + a(u,x )u est un endomorphisme de FE.



2. Déterminer les éléments propres de f et déterminer si cet endomorphisme est diagonalisable.

Exercice 10
Dans R? muni de son produit scalaire usuel, on note B = (ey, €2, €3) sa base canonique et F
le plan vectoriel d’équation z — 2y 4+ 2z = 0.
1. Déterminer un vecteur unitaire a de D = F*- et en déduire la matrice B de la projection
orthogonale ¢ sur D dans la base B.
2. En déduire la matrice A de la projection orthogonale p sur F' dans B.

Exercice 11 (Ensae-i 2018)
Soit F' = {(x,y,2,t) ER* |z +y+2+t=0etx—y+2z—t=0} uns.ev. de R%.
1. Trouver la matrice dans la base canonique de R* de la projection orthogonale sur F.
2. Soit uw = (1,1, 1, 3). Calculer la distance de u a F'.
3. Donner une base de F=*.

Exercice 12 (Ensae-Paris Saclay 2021)
L’espace R3 est muni de son produit scalaire usuel. Soit p ’endomorphisme de R? dont la

-2 1 5
1. a) Démontrer que p est une projection et déterminer une base de Ker p et une base de Im p.
b) Démontrer que p est une projection orthogonale sur un plan P dont on donnera une
équation.
2. a) Soit u = (x,y, z) € R3. Calculer la distance de u au plan P.

20—y + 2z
b) En déduire que : M <WVar? +y? + 22
V6

] 2 2 =2
matrice dans la base canonique est A = 5 ( 2 5 1 )

%]~4 INDICATIONS POUR LES EXERCICES DU TD N° 14 >~\F

Ex. 1: 1. Ok; 2. résoudre un systéeme d’'équations.

Ex. 2 : interpréter 22 + 2y> + 322 comme le carré d'une norme et = + y + 2z comme un produit scalaire
puis appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Ex. 3 : 1. appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz en utilisant u = (1,...,1) et le cas d'égalité ; 2. idem

avec (\/T1,...,1/Tn) €t (1/\/3;1,...,1/«/9371)

Ex. 4 : développer |le; — ¢;||* et en déduire la valeur de (e;,e; ), puis montrer que la famille est libre
en utilisant ce qui précede et la résolution d'un systeme linéaire.

Ex. 5 : 1. inégalité triangulaire pour majorer la norme de gauche, puis Cauchy-Schwarz aux vecteurs
(IMl]s---y [An]) et (JJutll,-- -, ||unll); 2. montrer que la famille est libre en comparant les normes de
n n

Z)\iei et Z/\iui et en utilisant 1.
i=1 i=1

Ex. 6 : montrer que la famille est orthogonale et conclure.
Ex.7:1.0k; 2. FCF+GetGCF+G... etréciproqueok; 3. FNG C Fet FNG C G donc...
puis utiliser les dimensions.

n

Ex. 8 : 1. ok en calculant { f(e;), f(e;)); 2. en déduire que f(x) = Z (x,e;)f(e;) puis la linéarité.
i=1

Ex. 9:1.0k;2. sin>2 1estv.p. et B = Vect{u}t, puis résoudre f(z) = Az avec \ # 1.

Ex. 10 : 1. ok et ¢(z) = (z,a)a; 2. p+q=1d

n
Ex. 11 : 1. trouver une b.o.n. de F puis pp(z) = Z(m,ei)ei; 2. lu — pr(u)
i=1
équations cartésiennes définissant F' comme des produits scalaires.
Ex. 12 : 1. a) ok avec A?; b) vérifier Im p_L Ker p puis utiliser Imp = (Ker p)* ; 2. a) calculer et réduire
|lu — p(ul]| ; b) Pythagore avec u = u — p(u) + p(u).

; 3. interpréter les



