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TD n°13 : Variables aléatoires & densité - Statistiques (2)

Exercice 1

Soit X une variable (discrete ou a densité) admettant une espérance et un moment d’ordre 2. Montrer

E(X?)

quon a: Ve >0, P(|X|>¢) < , puis retrouver 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Exercice 2

Une urne contient une proportion p de boules blanches. On y effectue une série de n tirages d’'une
boule avec remise et on approche p par la proportion Y;, de boules blanches obtenues sur les n tirages.

1. Montrer que pour tout € > 0, P(|Y,, —p| > ¢) <

>
ne

2. En déduire une condition sur n pour que 'approximation donne une valeur approchée de p a 0,01
pres avec une probabilité supérieure ou égale a 95%.

Exercice 3
Chaque année, M. Dupneu effectue 2 fois par jour, 5 jours par semaine et pendant 46 semaines, un
trajet en voiture dont la durée est une V.A.R. X qui suit une loi d’espérance 45 min et d’écart type
10 min. On suppose que les durées des trajets sont mutuellement indépendantes. Par quoi peut-on
majorer la probabilité pour que M. Dupneu passe au moins 350 h dans sa voiture au cours de ’année 7

Exercice 4
En utilisant 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, montrer que pour tout réel x > 0,

T +2 1
T2t > \ﬁ( ——).

Exercice 5
Soit X une variable aléatoire réelle. On suppose que X admet une espérance E(X) = m et une variance
V(X) = 02. On fixe a > 0.
1. Soit A > 0. Montrer que P(X —m > o) = P(X —m+ X > a+ ), puis : E((X —m+\)?) = 02+ 2%

o2 + )2
2. Montrer que, pour tout A >0, P(X —m > o) < —————.
o’ 4+ A+ 2
2
3. En déduire que : P(X —m > a) < %.
o +o
2
4. Démontrer que : P(|X —m| > a) < %. Quand obtient-on une meilleure inégalité que 1'inégalité
a”+o

de Bienaymé-Tchebychev ?

Exercice 6
Sur un échantillon de 120 coquillages, on a fait des mesures : la moyenne est de 52,3 mm et 1’écart
type de 1,8 mm.
1. Donner une estimation de la moyenne réelle par intervalle de confiance & 95% et & 99%.
2. Quel devrait étre D'effectif pour situer la moyenne dans un intervalle de longueur 0,4 mm avec une
sécurité de 95% ?

Exercice 7

Soient a € [0, 2\/5], X = Upp,q) €t (X1,...,X,) un n-échantillon de variables de méme loi que X et
indépendantes. On cherche un intervalle de confiance de g au niveau de confiance 99%.

On note X,, la moyenne empirique associée & ’échantillon.
1. Rappeler la moyenne m et la variance V(X)) de X. En déduire la moyenne et I'espérance de X,.

2. En déduire que : P(|X, — 2] > 0,1) < 432,

3. Déterminer enfin n pour que [X7n -0,1; X, +0, 1} soit un intervalle de confiance de % au niveau
de confiance 99%.



%]~< INDICATIONS POUR LES EXERCICES DU TD N°13 >~\F

Ex. 1 : appliquer I'inégalité de Markov 3 X2, puis I'inégalité obtenue & X — E(X).

Ex. 2 : 1. utiliser I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev ; 2. utiliser 1. et résoudre |'inéquation d'inconnue n.
Ex. 3 : majorer P(T' — E(T') > ¢) par P(|T'— E(T')| > ¢) et utiliser I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
Ex. 4 : écrire I'intégrale a I'aide d'une probabilité et utiliser la parité de la densité de la loi N(0, 1).

Ex. 5 : 1. ok, linéarité de I'espérance; 2. utiliser I'inégalité de Markov et (X > A) C (|X| > A)si A > 0; 3.

2

déterminer le minimumdela f: A\ — % 4. décomposer |'événement (| X —m| > «) sous la forme
a” + A+ 2\

(X —=m > a)U(m— X > «) et appliquer ce qui précede aux deux événements, puis comparer avec |'inégalité

de B.-T.

Ex. 6 : 1. ok; 2. la longueur de I'intervalle vaut 2-7 .

no
Ex. 7 : 1. ok; 2. inégalité de B.-T.; 3. utiliser 2. et résoudre |'inéquation en n.

%]m« INDICATIONS POUR LES EXERCICES DU TD N°13 >~\F

Ex. 1 : appliquer I'inégalité de Markov 3 X2, puis I'inégalité obtenue 3 X — E(X).

Ex. 2 : 1. utiliser I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev ; 2. utiliser 1. et résoudre I'inéquation d'inconnue n.

Ex. 3 : majorer P(T' —E(T') > ¢) par P(|T —E(T')| > ¢) et utiliser I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Ex. 4 : écrire I'intégrale a I'aide d'une probabilité et utiliser la parité de la densité de la loi N(0, 1).

Ex. 5 : 1. ok, linéarité de I'espérance; 2. utiliser I'inégalité de Markov et (X > A) C (|X]| > A) siA>0; 3.

2

déterminer le minimum de la f : A — _ N ; 4. décomposer I'événement (|X —m| > «) sous la forme
o? + X2 4+ 2\«

(X —m > a)U(m—X > «) et appliquer ce qui précéde aux deux événements, puis comparer avec |'inégalité

de B.-T.

Ex. 6 : 1. ok; 2. la longueur de I'intervalle vaut 2.9 .

no
Ex. 7 : 1. ok; 2. inégalité de B.-T.; 3. utiliser 2. et résoudre |'inéquation en n.



