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TD n°12 : Variables aléatoires & densité (1)

Exercice 1 (Loi de Laplace)
Soit f la fonction définie sur R par : f(z) = %e"“”‘.

a) Montrer que f est une densité de probabilité sur R.
Soit X une V.A.R. admettant pour densité f. Déterminer ’espérance et la variance de X.

b) Calculer P(X? > X).

¢) Montrer que X3 est une variable & densité et en donner une densité.
Exercice 2 (Lot de Cauchy de parameétre a)
a
a2 + x2
Montrer que f est une densité de probabilité sur R.
Soit X une V.A.R. admettant pour densité f. Que dire de I’espérance et de la variance de X 7

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = ou a > 0.

Exercice 3
o ) o cos(z) sizel0, 3
La V.A.R. X admet pour densité la fonction f définie sur R par : f(z) =

0 sinon.

Déterminer la fonction de répartition et la densité de la variable aléatoire Y = tan(X).

Exercice 4

0 siz <0
Soit X une V.A.R. de densité f définie sur R par : f(x) = 22

ze 2 sinon.
a) Vérifier que f est une densité de probabilité.

b) Montrer que Y = X? est une V.A.R. & densité, puis calculer E(Y) et V(Y).

Exercice 5
Soit X une V.A.R. & valeurs dans R™, de densité f continue sur R™, de fonction de répartition F et
admettant une espérance.

+oo
Montrer que : lim z(1 — F(z)) =0, puis que : E(X) = / (1—-F(x))dz.
T—+400 0

Exercice 6
Soit X une variable aléatoire de densité de probabilité continue f(z) > 0 pour tout = € R.
Soit F(x) = P(X < z). Montrer que F admet une fonction réciproque F~!, puis calculer la loi de la
variable aléatoire Y = F(X).

Exercice 7

Soit T une V.A.R. suivant une loi exponentielle de parameétre A.

Déterminer la médiane de T c’est-a-dire la valeur « telle que : P(T' > o) = P(T < ) i.e. F(a) = %

Exercice 8
Soit X une V.A.R. qui suit la loi uniforme sur [0, 1]. On pose : Y = min(X,1-X) et Z = max(X, 1-X).
1. Expliciter la fonction de répartition de Y et en déduire sa densité. Calculer E(Y) si elle existe.

2. Expliciter la fonction de répartition de Z et en déduire sa densité. Calculer E(Z) si elle existe.

3. Mémes questions pour la variable R = X

Z

Exercice 9
Soient Xy, ..., X} des V.A.R. uniformes sur [0, 1] et indépendantes.
a) Quelle est la loi de Uy = min(Xo, ..., X) 7
b) Soit N une V.A.R. de loi binomiale B(n, %),n < k, indépendante des X;.
Quelle est la loi de U = min(Xy,..., Xn)?

Exercice 10
Une usine produit des lots de clés USB. On note X le nombre de clés défectueuses dans chaque lot.
X suit une loi normale N(75;16). Calculer P(X < 75) et P(X > 90).
Quelle est la probabilité que le nombre de clés défectueuses soit égal & 75 a 5 % pres?



Exercice 11
Soit X une V.A.R. de densité f et de fonction de répartition F. On suppose que f est paire, continue,

+o00
et que, pour tout k € N, M = / z* f(z) da converge.
0

+oo
1. Calculer f(x)de.
0

+oo
2. Calculer f(z)F(x)dx et établir, pour tout réel x, une relation entre F'(z) et F(—x).
[e.@]

3. On pose g(x) =cf(0x)F(0x),ou § >0 et c € R.

a) Trouver ¢ pour que g soit une densité de probabilité.

b) On suppose que g est une densité de la variable Y. Exprimer u; = E(Yk) en fonction de M
lorsque k est pair.

Exercice 12
On étudie le jeu suivant : Xy et Xo étant deux variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur
I'intervalle [0, 1] , le joueur observe d’abord X;j. S’il décide d’en rester 14, il gagne la valeur observée.
S’il décide de continuer, il observe et gagne Xs.
1. Sa premiere stratégie est de toujours observer Xs. Quelle est alors I'espérance de son gain ?

2. Dans un deuxiéme temps, il décide d’observer Xy si et seulement si X; < s, ou s € [0,1] est un
seuil qu’il se fixe a 'avance. Quelle est son espérance de gain 7 Quelle valeur de s doit-il choisir pour
la maximiser ?

3. Si, dans une variante du jeu précédent, il pouvait observer X; et X5 avant de prendre sa décision,
quelle serait la meilleure stratégie et combien rapporterait-elle en moyenne ?

%%4 INDICATIONS POUR LES EXERCICES DU TD N°12 >~\F

Ex. 1:a)ok;b) (X?>X)=(X(X—-1)>0)= (X <0)U(X >1);c) déterminer G : v — P(X3 < z).

Ex. 2 : utiliser le changement de variable u = z/a.
T

V1+aZ
Ex. 4 : a) remarquer que f est la dérivée d'une fonction simple; b) trouver la fonction de répartition de Y puis
dériver et reconnaitre une loi exponentielle.

+o0
Ex. 5 : majorer z(1 — F(x)) par / tf(t)dt et pour E(X) utiliser une I.P.P. en se souvenant que F’ = f.
x

Ex. 3 : utiliser la formule sin(Arctan(z)) =

Ex. 6 : Etudier la continuité et la monotonie de F'; déterminer la fonction de répartition de Y en utilisant F1
Ex. 7 : calculer les probabilités en jeu, puis résoudre I'équation.
Ex. 8 : 1. calculer d’abord P(Y > x); 2. calculer la fonction de répartition ; 3. calculer la fonction de répartition

a I'aide du systeme complet {(X < %), (X > %)}
Ex. 9 : a) déterminer d'abord P(Uj, > x) en utilisant I'indépendance ; b) utiliser le systeme complet d'événements
(N = k)refo,n) et le résultat du a) pour calculer P(U < z).
X —-175
Ex. 10 : utiliser X* = — N(0,1) et P(X* < 0) = 0,5 puis la fonction ® et sa table.

Ex. 11 : 1. f est paire...; 2. reconnaitre une dérivée grice a F' = f et pour F(—x) utiliser la parité de f; 3. a)
écrire les conditions pour avoir une densité ; b) faire un changement de variable puis Chasles.

Ex. 12 : 1. ok; 2. utiliser la formule des probabilités totales pour déterminer la fonction de répartition puis en
déduire une densité; 3. loi du max.




