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TD n°11 : Intégrales généralisées

Exercice 1

Déterminer la nature des intégrales suivantes :

1. L 5 ,—tan(x) 1
11:/ SI@) g, 12:/2 dz_ 13:/26—(13;; 14:/ dt
0 VT o wln(x) o cos2(z) o In(t)

Exercice 2

Etudier la convergence des intégrales suivantes et calculer leur valeur en cas de convergence :

o0 2t In(t oo dt o
I:/ 20n() J:/ T K:/ eViat,
1 (1+22) o (1423 0

Exercice 3

Etudier la nature des intégrales impropres suivantes :

oo Uoae too g U sin(t
I :/ et dt; I :/ : (> 0); I3 =/ ——= L =/ Sn®)_ gz,
1 o sin(t%) 2 z3In°(x) 0o V1-—td

Exercice 4

+00
Soit I' la fonction réelle définie par : I'(z) = / t* et dt.
0

a) Déterminer ’ensemble de définition de T'.
b) Démontrer que : Vz € ]0,4+o00[, I'(z + 1) = zI'(z).
c¢) En déduire I'expression de I'(n) pour n € N*.

Exercice 5
1 tm
Soit J =] —1,+o0[ et f(x) :/
0

dt.
1+¢

T

1
1. Expliquer pourquoi / t dt converge pour tout x € J.
0

1+1¢
2. Calculer f(0) et f(1).

1 P .
. :0 < < — = 0.
3. Montrer que : 0 < f(x) 1 En déduire que xgrfoo f(z)=0

4. a) Montrer que : x < y = t* > t¥ pour tout ¢ € |0, 1].
b) En déduire que f est décroissante.

5. Montrer que : f(z)+ f(z+1) = %_1_1

Exercice 6 (Ensae-Ensai-Cachan 2016)

“+o00 1 . T
Soit I,, = / —— 2" te" 2 dzx pour n € N*.
"o (n—1)2" P

1. Etudier la convergence de l'intégrale I,,.

2. Montrer que : Vn € N*, 1,11 = I,,. En déduire la valeur de I,



Exercice 7 (FEnsae-Paris Saclay 2021)

+oo d +oo n
Pour tout n € N, on note I, = / 3 L et J, = / L dx.
o (1+2%)(1+2") 0 (L+a%)(142")
1. Montrer que les intégrales I, et .J,, sont bien convergentes pour tout n € N.
2. Calculer I,, + J, pour tout n € N.
3. A T’aide du changement de variable u = %, calculer I, et J,.

n
L ?

1+ 22)(1 + 2"

1
4. On note, pour tout n € N, K,, = / (
0

a) La suite (K,) est-elle convergente 7
b) La série > K, est-elle convergente ?

Exercice 8 (Ensae-Paris Saclay 2021)

2
Soit f la fonction définie sur R* par : f(t) = tt

e
1. Montrer que f est prolongeable par continuité sur R. On note encore f cette fonction

prolongée.
+o00
2. Montrer que f(t)dt converge.
0
ntl 2 —(n+1)t
3. Montrer que : Vn € NVt #0, f(t) = Zth_kt + tet#.
k=1 e —1
+o00
4. Calculer f(t) dt sous forme de la somme d’une série convergente.

0

]~< INDICATIONS POUR LES EXERCICES DU TD N°11 >~\

Ex. 1 : utiliser pour I; le prolongement par continuité de la fonction intégrée, pour I, I3 des primitives
et pour I4 utiliser la limite en O et un équivalent en 1.

Ex. 2 : pour I : I.P.P.; pour J et K : changements de variable ¢t = tan(u) et t = u?.

Ex. 3 : pour I7, majorer la fonction par e~ ; pour I et I utiliser un équivalent ; pour I3 comparaison
avec une intégrale de Riemann.

Ex. 4 : a) prendre un équivalent en 0; en +00, comparer avec 1/t?; b) .P.P.; c) récurrence.

Ex. 5 : 1. utiliser un équivalent en 0; 2. ok; 3 encadrer d'abord la fonction sous I'intégrale; 4. a)
tr = erInt b) intégrer I'inégalité; 5. la somme des intégrales convergentes est I'intégrale de la
somme.

Ex. 6 : a) comparaison avec 1/x? ou et/4, b) I.P.P. dans une intégrale classique puis passage a la
limite. Calculer I; pour conclure.

Ex. 7 : 1. équivalents et intégrales de Riemann ; 2. linéarité et simplification ; 3. montrer que I,, = J,, puis
utiliser 2. ; 4. a) montrer que (K,,) décroit et est minorée ; b) minorer K, en majorant le dénominateur
de la fonction intégrée puis comparer a une série de Riemann.

Ex. 8 : 1. th. d’op. sur R* et équivalent usuel de exp pour la limite en 0; 2. critéere de comparaison

en comparant f a = 3. calculer la somme a droite avec une suite géométrique ; 4. utiliser 3. et la

linéarité de I'intégrale en faisant des |.P.P. sur des intégrales classiques, puis passer a la limite ; justifier
que f est bornée pour majorer I'intégrale restante et montrer qu’elle tend vers 0 quand n — +o0.



