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Soutien n◦ 10 : Variables à densité

Exercice 1 Vrai ou Faux ?

1. Une densité de probabilité est une fonction positive et croissante sur R.
2. Si F est la fonction de répartition d’une variable à densité X, alors : ∀x ∈ R, F (x) ∈ ]0, 1[.
3. Si X est une V.A.R. admettant une densité paire et une espérance, alors E(X) = 0.
4. Si X suit la loi E(λ), alors 2X suit la loi E(2λ).
5. Si X suit la loi U[0,1], alors 1−X suit la même loi que X.

Exercice 2

1. On considère la fonction F définie par : F (x) = 0 si x < 0 et F (x) = 1 − 1
4
e
−x

4 − 3
4
e
−3x

4 sinon.

Démontrer que F est la fonction de répartition d’une variable à densité X et calculer E(X).
2. Plus généralement, soient f1, f2, . . . , fn des densités de probabilité sur R et λ1, . . . , λn des réels

positifs. À quelle condition la fonction f =
n∑

k=1

λkfk est-elle une densité de probabilité sur R ?

Exercice 3

Soient a > 0 et fa la fonction définie par fa(x) =
a

xa+1
si x ⩾ 1 et 0 sinon.

1. Montrer que fa est la densité de probabilité d’une V.A.R. X et déterminer sa fonction de répartition.
2. Déterminer les valeurs de a pour lesquelles X admet une espérance, et la calculer dans ce cas.
3. Déterminer les valeurs de a pour lesquelles X admet une variance, et la calculer dans ce cas.
4. Déterminer la loi de Y = ln(X).

Exercice 4

La hauteur Y en mètres d’une plante verte suit la loi uniforme sur [1, 3] en conditions naturelles. Si
sa hauteur est strictement inférieure à 1,5 m, on lui fournit un engrais qui fait doubler sa taille. Si sa
taille est supérieure à 1,5 m, on la laisse en l’état. Soit X la hauteur finale de la plante.
Déterminer la loi de X puis calculer E(X) et V (X).

Exercice 5

On considère la fonction f : R −→ R définie par : f(x) =
e−x

(1 + e−x)2
.

1. Vérifier que f est une densité de probabilité.

2. Soit X une variable de densité f . Déterminer la fonction de répartition de X.

3. Soit φ : R −→ R définie par : φ(x) =
ex − 1

ex + 1
. Montrer que φ réalise une bijection de R sur ]− 1, 1[.

Donner l’expression de φ−1.

4. Si X est une variable de densité f , on pose : Y =
eX − 1

eX + 1
. Déterminer une densité de Y .

Exercice 6

Soit X une variable suivant la loi N(0, 1). Montrer que : ∀t ∈ R, E
(
etX

)
= e

t2

2 .

Exercice 7

Soit n ∈ N, n ⩾ 2 ; n personnes P1, . . . , Pn se sont donné rendez-vous à une heure précise.
Pour i ∈ [[1, n]], on note Xi la variable aléatoire égale au retard de la personne Pi. LesXi sont supposées
indépendantes, de même loi exponentielle de paramètre λ.

1. On pose Un = min(X2, . . . , Xn). Déterminer la fonction de répartition de Un, sa loi et son espérance.

2. On admet que Un −X1 est une variable de densité g : x 7−→


n− 1
n λeλ(1−n)x si x ⩾ 0

n− 1
n λeλx si x < 0

.

Calculer P(X1 < Un). Pouvait-on s’attendre à ce résultat ?

Exercice 8

Soit f la fonction définie par : f(x) =
1

x
√
2π

e
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2 (ln(x)−1)2

si x > 0 et f(x) = 0 sinon.

1. Montrer que f est une densité de probabilité. Soit X une variable de densité f .

2. Exprimer sa fonction de répartition à l’aide de Φ, fonction de répartition de la loi N(0, 1).


