P. Sup. B/L Le 22 septembre 2023

DS n°1

(durée : 4 heures)
Exercice 1 (Les trois questions sont indépendantes)

1
1. a) Calculer l'intégrale I = / e 2%(32% — 2 — 1) du.
0

4
b) A Daide du changement de variable u = /%, calculer l'intégrale : J = / ﬁ.
1 Vt+2t

2. Un patineur participe a une compétition. Deux de ses sauts l'inquietent. Il ne réussit le premier
saut que dans 95% des cas. Comme il est émotif, s’il ne réussit pas ce premier saut, il rate le deuxieéme
3 fois sur 10 ; sinon, si tout va bien lors du premier saut, il réussit le deuxieme dans 90% des cas.
Soit R I’événement : “le patineur réussit le premier saut” et Ry 1’événement : “le patineur réussit le
deuxieme saut”.

a) Calculer la probabilité de I’événement Ra sachant que R; n’est pas réalisé.

b) Calculer la probabilité de I’événement Rs.

¢) Un spectateur, arrivé en retard, voit le patineur réussir le deuxieme saut. Calculer la probabilité
qu’il ait aussi réussi le premier saut.

. - n2"
3. Justifier que la série E —=— converge et calculer sa somme.

n!
n=0
Exercice 2
On dispose d’un dé équilibré a 6 faces et d’une urne qui, a 'origine, contient une boule blanche. On
effectue une suite de lancers successifs avec le dé et, a chaque fois que ’on obtient un résultat différent
du six, on ajoute une boule rouge dans 'urne. Lorsque 'on obtient le premier six, on tire une boule
de 'urne et 'expérience s’arréte.

1. Pour k entier naturel non nul, soit A ’événement “on a obtenu le premier six au k-ieme lancer du

dé”.
+oo
a) Calculer P(Ay) et vérifier que : Z]P’(Ak) = 1.
k=1
b) Quelle est la probabilité d’avoir obtenu le premier six au plus tard au troisieme lancer ?

¢) Quelle est la probabilité d’avoir obtenu le premier six au plus tard au k-ieme lancer 7

d) Quelle est la probabilité d’avoir obtenu le premier six apres le k-ieme lancer sachant qu’on 'a
obtenu au plus tard au 2k-ieme lancer 7
2. On appelle B I’événement “on a obtenu la boule blanche”.

a) Si les k — 1 premiers lancers n’ont pas donné de six, quelle est la composition de I'urne juste

avant qu’on lance le dé pour la k-ieme fois ?
b) En déduire P(B N Ag).

z k
c¢) Vérifier que, tout = € [0,1[, on a : Vk € N*, / th=1dt = % et, en déduire que, pour tout n € N*

0
- Tl
ettouta:E[O,l[,ona:Zx:/ dt.
Lok T )y Tt

T n

dt =0.

d) Soit € [0,1[. A I'aide d’un encadrement de l'intégrale, montrer que : lim
n—+oo Jo 1—1¢
k oo o
En déduire que la série L converge et que : = = —In(1 —2).
q ; 3 ge et q ; ’ (1-=2)

e) Calculer P(B).
Probléme 1

t
dt.

1
1. Soit x un réel strictement positif. Justifier 'existence de I'intégrale / aci—t
0

x+t
2. Soient x et y deux réels strictement positifs tels que x < y. En comparant f(x) et f(y), montrer
que f est strictement monotone sur RT*.

1 ¢
On notera donc dans la suite : Vz € ]0, +oo[, f(z) = / € _dt
0



e—1

3. a) Montrer que, pour tout z > 0: 0 < f(x) < =

)
b) Déterminer la limite de f en 4.
)

1
4. a) Montrer que, pour tout réel z > 0, f(z) > /
0

b) En déduire la limite de f en 0.

5. A l'aide d’un changement de variable simple, montrer que, pour tout réel x > 0,

1
dt.
r+1t

CC+1 u
6. En déduire que : Vo > 0, f(z) =7 <ln(1 + %) +/ € m 1 du>.

7. Soit ¢ la fonction de R dans R définie par :

sO(u)_{euu_l surl,

1 siu=20

Démontrer que ¢ est continue sur R.
1
z+ el

du admet une limite finie quand x tend vers 0, sans chercher a la calculer.

8. Montrer que /

x
9. En déduire un équivalent simple de f en 0.

10. a) Justifier que f est dérivable sur R** calculer f/'(z) (qu’on exprimera a I'aide de f(x)) puis

montrer que :
—1

Vz >0, f'(z) < @)

b) Montrer que f réalise une bijection de ]0, +-oc[ sur ]0, +-o0[ et justifier que sa réciproque f~! est
dérivable sur ]0, 4o0].
Probleme 2

Soit (an),en+ une suite de réels. Pour tout n € N* on pose :

n n
bn:n(an_anJrl)a Anzzak et anzbk~
k=1 k=1

1. On prend dans cette question uniquement, pour tout n > 1, a, = nl T
o
a) Vérifier que la série ) a, converge et calculer sa somme.
b) Soit z € R tel que |z| > 1. Justifier que la série Z nz""t diverge.
n>1
c) Soit x € R tel que |z| < 1. Montrer que la série Z nz™ 1 est absolument convergente (on pourra
n=1

Justifier que hrf n3|z|"~1 = 0 puis conclure ou utiliser la régle de d’Alembert).
n——+0oo

+oo
En remarquant que z" = (n + 1)2™ — na™, vérifier que : Z naz" 1 = #.
(1—=)
n=1
d) Montrer que la série ) b, converge et que sa somme vaut 2.
2. On prend dans cette question uniquement, pour tout n > 2, a, = n(n) et ap =0.
nln(n
a) Etudier les variations de la fonction f : z — 11( ) sur ]1,4o0o[ et dresser son tableau de
zn(x

variations (limites comprises).

b) Montrer que : Vn > 2, a, > /
n  xln(z)

Ay, = In(In(n+ 1)) — In(In(2)). Que peut-on dire de la nature de la série > ay, ?

c) Calculer lim nay,.
n——+4o0o

d) Déterminer un équivalent de b, et en déduire que la série > b, diverge.

n+1

dz et en déduire que, pour tout entier n > 2, on a :



3. On suppose dans cette question que la série ) a,, converge et que la suite (ay,),cn+ est une suite
décroissante de réels positifs.

2n
a) Pour tout entier n > 1, on note u,, = Z ap. Montrer que : Vn € N*, nag, < uy.
p=n+1
b) En déduire que lim nasg, = 0.
n—-+0o
¢) Démontrer alors que lim na, = 0.
n—-+o0o

d) Montrer que la série ) b, converge.

+00 +o0o
e) A-t-on : Zan = an ?
n=1 n=1

4. On suppose dans cette question que la série ) b, converge et que la suite (ay),en* est une suite
positive, décroissante et de limite nulle.
a) Vérifier que : Ym € N*, m < n, B, > A, — man41.
b) En déduire que la série > a,, converge.
+o00 +o00

¢) Peut-on en déduire que : Z an = Z b, ?

n=1 n=1
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