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Exercice 1

E,, désigne I'espace des polynomes a coefficients réels, de degré inférieur ou égal a n (n € N).
On considere 'application f,, qui, a tout élément P de E,,, associe le polynome @) défini par :

Ve e R, Q(z) = (x —1)P'(z) + P(x).
1. Diagonalisabilité de f,,
1. Montrer que f,, est un endomorphisme de E,,.

2. Déterminer I'image par f, des vecteurs de la base canonique B,, = (eg,e1,...,e,) de E,
oll ey, :  — z¥. Ecrire alors la matrice A,, de f, dans la base B,,.

3. En déduire les valeurs propres de f,,. L’endomorphisme f,, est-il diagonalisable ? Est-ce un
automorphisme de E,, ?

2. Recherche des vecteurs propres de f,

Soit P un vecteur propre de f,, c’est-a-dire un élément non nul de F,, tel qu’il existe un réel
A satisfaisant a la relation : fy,(P) = AP.

1. Soit A = 1. Montrer que P est constant. En déduire les vecteurs propres associés a la valeur
propre 1.

2. On suppose maintenant que \ # 1.
a) Montrer que 1 est racine de P.

b) Soit k I’entier non nul égal a l'ordre de multiplicité de la racine 1 dans P. Il existe donc
un polynéme R tel que : Vo € R, P(z) = (z — 1)*R(z) avec R(1) # 0.

Montrer que : k = X\ — 1 et que R est constant.
c) En déduire les vecteurs propres associés a la valeur propre \.

d) Cas particulier : diagonaliser la matrice As.

Exercice 2
1. On consideére un endomorphisme f de R3 tel que f2 = f3 oit f2 = fo fet f3 = fo f2
a) Montrer que f? est un projecteur.
b) Montrer que : Ker(f — Idgs) = Ker(f? — Idgs).
c¢) En déduire que : Ker(f — Idgs) @ Ker(f?) = R3.
d) Montrer que si f est en plus injectif alors f? est aussi injectif et alors f = Idgs.
2. Désormais on suppose de plus que rg(f — Idps) = 2.
a) Déterminer dim Ker(f?).
b) Montrer que dim Ker(f) vaut 1 ou 2.
c¢) En déduire que I'on a deux cas possibles :
® soit 1f eOst ((i)iagonalisable et dans ce cas il existe une base de R? dans laquelle sa
matrice est (O 0 O).
0 0 O

e soit f n’est pas diagonalisable et dans ce cas, il existe une base de R? dans laquelle

1 00
sa matrice est (O 0 1).

0 0 O



Exercice 3

In(1— 2-2
1. Calculer lim @ In( x) i COS(I).
z—0 sin(x) — x

: s In(l+2z)
2. a) Montrer que la fonction f définie sur [0, +-0o[ par : f(z) = ————siz > 0et f(0) =1

est dérivable sur [0, +00[ et préciser I’équation de la tangente T a la courbe représentant f
au point A(0,1).
b) Montrer que f est de classe C' sur RT.
3. On considere la fonction f définie sur R par : Vo € R, f(z) = Va2 + z + 1+V422 + 22 + 2.
a) Vérifier que f est bien définie sur R.

b) Montrer que la courbe Cy représentant f admet des asymptotes en 400 et —oo, et
préciser la position de Cy par rapport a ses asymptotes au voisinage de +oo et —oo.

Ty



