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Exercice 1 Les quatre questions sont indépendantes

. . . 1 a b
1. a) Déterminer deux réels a et b tels que : Vu € R~ {0, -1}, — ==+ )

2
b) Calculer l'intégrale I = / L
1t(t?

+1)

2. Justifier que la fonction f : x — Arctan(y/z) admet des primitives sur R et les calculer

a 'aide du changement de variable z = u?.

3. a) Soit x ¢ ] — 1, 1], justifier que la série Z nz""1 diverge.
n>1

dt & I’aide du changement de variable u = ¢3.

b) Soit z € | — 1, 1], justifier que la série Z nz" "1 est absolument convergente (on pourra

n>1
appliquer la régle de d’Alembert en traitant a part le cas ot x = 0).
+o0 1
c¢) Avec le changement d’indice m = n—1, montrer que : Z nz" 1 = W siz € ]-1,1].
1—=xz
n=1

n+3
27L

d) Justifier que la série Z est convergente et calculer sa somme.

n=0

1
4. On considere la suite (u,) de premier terme ug = 1 et telle que : Vn € N, wuy,y1 = 2n+lu,,.
a) Montrer que la série de terme général d,, = In(u,11) — In(uy,) est divergente.

b) En déduire que la suite (uy) diverge et déterminer lim .
n——+oo

c) Reprendre les mémes questions en remplacant (u,) par la suite (v,) définie par vy = 1
1

et : Vn €N, vpiq = 2nlu,.

Exercice 2

1 1
Soit n € N, on note : I, = / e*“‘j(l —z)"dz et Jn = / xe*xz(l — )" dz.
0 0

1. a) Dresser le tableau de variations sur [0,1] de f: x — ze .

N S
(n+1)v2e

b) En déduire que, pour tout n € N, 0 < J,, <

¢) Etudier la convergence de la suite (J;,)nen.
1 2

2. a) A Taide d’une intégration par parties, établir que : Vn € N, [, = — Jn+1-
n+1 n+1
b) Etudier la convergence des suites (I,)nen €t (nd,)nen-
Exercice 3
On considere la fonction f définie sur ]0, +oo[ par : f(x) = % —In(x) — %

1. a) Etudier les variations de f et ses limites en 0 et +o00, puis déterminer la nature de ses
branches infinies.

b) Justifier que f est continue sur R**. Est-elle prolongeable par continuité en 0 ?

c¢) Calculer une primitive de la fonction f sur l'intervalle |0, 4ool.
1

d) En déduire que lim+ f(z) dx existe et calculer sa valeur.
e—=07 J¢e



n .
. . .. s 1 j
2. Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On pose S, = ﬁz f<ﬁ>
j=1
a) Etablir, pour tout entier j vérifiant 1 < j < n, les inégalités :

J+l

Lp(ith) /l.Tf(@ ar<Lp(d).

n

1 1
b) En déduire ’encadrement : /l f(z)dz < Sy < %f(%) + /l f(z)dz.
n n

c) Montrer que lim %f(%) =0.

n—-+00
3. On considere la suite (Sy,)p>2 définie précédemment. Montrer que cette suite converge et
déterminer sa limite.

n
nn+1)2n+1
4. a) Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, on a : Z k2 = ( ) )

6
k=1

n .
b) Exprimer, pour tout entier naturel n non nul, la somme Z f <%> en fonction de n.
j=1

P YU 1 n"
c) En déduire la limite : lim =In(— ).
n—+oo 1 n!
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