L. Sup. B/L Juin 2025

TD n°16 : Calcul intégral

Exercice 1

%),h:x»—>ﬁ,k:m%*,enprécisanta

Déterminer les primitives de f : z — 2(x —
1— a2

chaque fois l'intervalle(s) de validité.
Exercice 2
Soit f : [0,1] — R une fonction continue telle que / f(t)dt =0.

1. On note m = 1[\/1111]1f et M = 1\[6[axf Que peut-on dire de la fonction (M — f)(f —m)?

2. En déduire 'inégalité : / f2(t)dt < —mM.
0

Exercice 3

1
Soit f : [0,1] — R continue telle que / f(t)dt = %
0

Montrer que f admet un point fixe c-a-d qu'il existe z¢ € [0, 1] tel que f(xg) = zo.
Exercice 4

Soit G : x —— dt

1 2
141t
1. Donner I’ ensernble de définition D de G puis montrer que G est de classe C! sur D.
2. Calculer G'(x). Conclusion ?

Exercice 5

Lon
Soit u, = / dt.
0 1+t
a) Calculer ug,u;, puis montrer que (uy)nen est décroissante et positive. Conclusion ?

b) Montrer que Vn € N, u, < $. Conclure.
n+1

1
¢) En déduire un équivalent de la suite (Jp,)nen définie par : Vn € N, J,, = / t"In(1 + ¢2) dt.
0

Exercice 6

. 1 € 1
A Taide d’une intégration par parties, calculer : I = / z3e®” dz i J = / tin(t)dt; K(z) = / n(;v) dz
0 1 x

pour x > 0; M(z) = / cos(In(t)) dt pour = > 0 (double I.P.P).
1

Exercice 7

e
Soit I, :/ z(lnz)" dx pour n € N. Montrer que : Vn > 1, 21, +nl,_ 1 = €.
1

Exercice 8
a) Montrer que, pour tout réel a et tout réel x, on a e* > e®+ (x —a)e® . Dans quel cas a-t-on égalité ?

1 1
b) Montrer que : exp < / f(t) dt) < / e dt ot f est une fonction continue de lintervalle [0, 1]
0 0
dans R. Pour quelle(s) fonction(s) a-t-on ’égalité ?

Exercice 9
A T’aide du changement de variable indiqué, calculer les intégrales ou primitives suivantes :

5
a)I:/ (r+2)Vr+4de avec u =z +4;b) Vo > 0, J(x):/ _(:x\gf avec u = J/x;
x x

T o2t .
) K = 1 dx avec x = cos(u); d) Vt € R, L(t) = ﬁdt avec u = €' ;
- e

e) M ————~——dt avec u = In(t).
1 t—l—tln ()




Exercice 10

3

2 cos" (x
Soit n € N*; calculer I, = / ( ) dx en utilisant un changement de variable simple
o cos"(x)+ sin"(x)
qui conserve l'intervalle d’intégration.

Exercice 11

1 22 1 p2n—1
Pour n > 1, on note I,, = / dz et J, = / dz
o 1+ z" o 1+ z"

1) Trouver la limite de I, lorsque n — +o0.
1
2) Montrer que, pour tout n > 1, |I,, — J,| < ———.
) que, p o = Jnl < o 1)
3) Calculer J, pour n > 1. Indication : On pourra utiliser un changement de variable.

4) En déduire un équivalent simple de I, lorsque n — +oc.

Exercice 12

1 ans! 1
Démont Ve N, —— < —dt < —.
a) Démontrer que 1 /k . ’
n
b) On pose, pour n € N*, u,, = Z l Démontrer que : u, ~ In(n).
) ) n — k‘ n +o00

Exercice 13

1
a) Soit f : [0,1] — R une fonction continue. Montrer que : lim t"f(t)dt = 0.

n—-4o0o 0

1
b) Soit h, fonction de classe C? sur [0, 1], telle que h(1) = 0. Déterminer lim n2/ t"h(t) dt.
0

n—-+o0o

Exercice 14
Déterminer la limite des expressions suivantes lorsque n tend vers 400 :

1n k‘ﬂ' . 2n—1 1 . n_'_f
Sn:nl;sm(ﬂ B Ny 1+ 2)5 V- Zn2+k2

Indications pour les exercices du TD n° 16

Ex. ;%:g;fzs___;\/5:1-1/2___;%/:...

1
Ex. 2: 1 m < f < M donc...; intégrer (M — f)(f —m) puis développer par linéarité.
Ex. 3: utlllser t — f(t) —t et calculer son intégrale puis raisonner par I'absurde.
Ex. 4 : 1. il faut [1/x, 2] C R donc... puis exprimer G a I'aide d'une primitive quelconque de la fonction ; 2. ok
Ex. 5 : a) ok et calculer u,4+1 — u,, avec la linéarité puis positivité de f ; b) majorer u,, en “majorant” la fonction
par t"; ¢) L.P.P. avec u/(t) = ™.
Ex. 6 : u/(z) =z ; u/(t) = t; u/(z) = % ; u/(t) = 1 deux fois.
Ex. 7 : I.P.P. dans I,, en primitivant x J:c
Ex. 8 : a) étudier x — e* — e — (x — a)e®; b) appliquer a) avec x = f(t) et a = fol f; utiliser le critere de
nullité pour étudier le cas d'égalité.
Ex. 9 : ok
Ex. 10 : poser u = % —x.

Ex. 11 : 1. “majorer” la fonction par 2> ; 2. majorer |I,, — J,| en utilisant 1 + 2™ > 1; 3. poser u = 1 + 2™ ; 4.
. I L, . .
majorer ‘J—n - 1‘ ou encadrer J—n grace a 2. et 3.
n n
Ex. 12 : a) encadrer d'abord la fonction sur [k, k + 1] puis intégrer ; b) ajouter les inégalités obtenues en a) pour
k variant de 1 a n; en déduire un encadrement de u,, puis de —. Conclure.

Ex. 13 : a) majorer I'intégrale en majorant |f(t)| par la borne supérieure de |f| sur [0,1]; b) intégrer deux fois
par parties puis appliquer a) a h”.

Ex. 14 : appliquer le théoréme sur les sommes de Riemann directement pour S, avec un changement d'indice
pour T}, apres avoir pris le logarithme pour U, et en découpant la somme V,, en deux.



