L. Sup. B/L Mai 2025

TD n°15 : Dérivation

Exercice 1
A T’aide du taux d’accroissement, calculer les limites suivantes :

x _ _ h?) — h
a) lim L; b) lim cos(ax)2 cos(a) (a € R"); ¢) lim flat ') = flath) (avec f
=0 Arctan(x) a1 et —e—a h—0 h

dérivable en a).

Exercice 2

a) Soit f la fonction définie sur R par : f(z) =1 — cos (y/]z]).
Déterminer I’ensemble sur lequel f est dérivable et calculer f'(x) lorsqu’il existe.

1
b) Mémes questions avec g définie sur R par g(z) = 1n<1 + efx_2> siz#0et g(0)=0.
Exercice 3

On pose f(x) = prp—

a) Démontrer que la fonction f admet une fonction réciproque g définie sur I =] — 1;1].

b) Démontrer que : Vz € R, f/(x)=1— [f(:cﬂ2

c¢) Démontrer que g est dérivable sur I et calculer ¢'(y) pour y € I.

x —T

Exercice 4
1
Soit f la fonction définie sur R par f(z) = x?sin <—> siz#0et f(0)=0.
x
a) Montrer que f est continue et dérivable sur R mais pas de classe C! sur R.

b) Proposer une fonction du méme type qui soit de classe C Lsur R.

Exercice 5
Montrer que les fonctions suivantes sont continues sur I. Quelles sont les fonctions qui sont
de classe C! sur I ? Expliciter la dérivée de chacune de ces fonctions 1a ot elle existe.

21 iz>0
1'I:R+etf3$'—>1n(1+\/5);2.I=R+etf:;c»—>{x n(z) six

0 siz=0 "
3. I=]-o0,1] et frxr— 21—
Exercice 6
1. Montrer que la restriction de la fonction sinus a I = [— g, g] , notée f, réalise une bijection

de I sur un intervalle J a préciser.
2. Soit f~! la fonction réciproque de f. Etudier la dérivabilité de f~! sur J et calculer
(f_l)/(x) lorsqu’il existe.

Exercice 7
Soit f une fonction n fois dérivable sur [a,b] (a < b) et ayant n + 1 zéros distincts sur [a, ]
i.e. s’Tannulant en n + 1 points (n € N¥).
a) Démontrer que f' admet au moins n zéros distincts sur [a, b].

b) Démontrer qu'il existe ¢ € ]a, b[ tel que £ (¢) = 0.

Exercice 8

Soit f une fonction continue sur le segment [a, b] et dérivable sur Ja, b[. On suppose que f ne

/
s’annule pas sur [a, b]. Montrer qu’il existe ¢ € ]a, b[ tel que : _f(a) = exp ((a — b)];((cc)))



Exercice 9
n

On définit la suite (e,)peny de terme général : e, = Z% et on considere les fonctions
k=0
nook
fnix— e‘wz 2 pour tout n € N.
k!
k=0
1. Montrer que, pour tout z € ]0,1[, |f/(z)| < i'
n!
. € . ..
2. En déduire que : |-F — 1’ < i' puis la limite de (e;,).
n! ",
3. S’inspirer de la méthode précédente pour montrer que : lirf % = e” pour tout x € R.
n——+00 |
k=0

Exercice 10

Soit f une fonction continue sur [0, +oo[, dérivable sur ]0, +oo[ telle que : f(0) = 0 et f’ soit
croissante sur ]0, 400[.
f(z)
x

est croissante.

Montrer que la fonction g définie sur |0, +oo[ par : g(x) =

Exercice 11
Soit (un)nen la suite réelle définie par ug € RT et la relation : Vn € N, upi1 = /1 + up.
1. Montrer que la suite (uy)nen est bien définie et que : Vn € N, u, > 0.

2. Déterminer la limite éventuelle a de la suite (uy,)nen.
3. Montrer que : Yn € N, |up41 — af < %|un — « et en déduire que : |u, — a| < i|u0 — al.

4. Conclure sur la convergence de (up)pen-

Indications pour les exercices du TD n°15

Ex. 1 : a) b) faire apparaitre des quotients de taux d'accroissement; c) faire apparaitre les taux
d’accroissement de f entre a et a + h? puis entre a et a + h.

Ex. 2 : a) b) traiter le cas z = 0 a I'aide de la limite du taux d'accroissement.

Ex. 3 : a) utiliser la continuité et la monotonie puis vérifier f(R) = I; b) calcul; c) utiliser le théoreme
sur la dérivée d'une fonction réciproque.

Ex. 4 : a) vérifier la continuité et la dérivabilité en 0, calculer f'(z) et vérifier que f’ n'a pas de limite

1
en 0; b) chercher une fonction du type x — x" sin —.

Ex. 5 : utiliser les th. d'opérations et le taux d'accroisgéement ou la limite de la dérivée.

Ex. 6 : 1. th. de bijection; 2. th. de dérivation d'une fonction réciproque.

Ex. 7 : a) utiliser le théoréeme de Rolle entre deux zéros consécutifs de f; b) montrer par récurrence
que f*) admet au moins n 4+ 1 — k zéros (k < n).

Ex. 8 : appliquer le T.A.F. a In (|f]) puis montrer que f est de signe constant pour se débarrasser des
it

Ex. 9 : 1. simplifier f/ (x) au maximum avant de majorer; 2. utiliser I'inégalité des A.F. sur [0,1]; 3.

utiliser le T.A.F. sur [0, x] et les croissances comparées pour calculer lim f,(x) puis conclure.
n——+o0o

Ex. 10 : calculer ¢'(z) puis appliquer le T.A.F. a f sur [0, z].
Ex. 11 : 1. récurrence; 2. up+1 = f(uy,) donc...; 3. inégalité des A. F. puis récurrence; 4. th. des
gendarmes.



