L. Sup. B/L Le 5 avril 2024

DS n°5

(durée : J heures)

Exercice 1 (Les trois questions sont indépendantes)

1. Un lac compte 5000 carpes. Chaque année, 5% de leffectif meurent, mais on en réintroduit 300.
Ainsi on modélise ’évolution du nombre de carpes (en centaines) par la suite (u,,) vérifiant :

ug = 50
Vn €N, upt1 = 0,95u, + 3.

a) Déterminer u,, en fonction de n pour tout n € N.
b) Pour tout n € N, exprimer w1 — u,, en fonction de n. En déduire le sens de variation de la suite
(un) et préciser sa limite.
. . o Vo = 01 U1 = 2
2. Soit (vy,) la suite définie par : :
Vn € N, vyyro = 4v,41 — 4vy,

a) Déterminer, pour tout n € N, I’expression de v,, en fonction de n.

N
b) A Paide d’un télescopage, en déduire la valeur de Z n2"™ pour N > 2.
=2
. n
3. Soit z € R. Pour tout n € N*, on pose S,, = Z |kz] et T,, = %Sn.
k=1 n
nn+1 nn+1
a) Montrer que : Vn € N, (2)1‘ —n< 8, < (2):6

b) En déduire la convergence et la limite de la suite (7,)nen-
Exercice 2
Soit (uy) et (vy) les suites définies par ug = 1,v9 = 2 et, pour tout n € N :

Up + Up Up+1 + Up

Up41 = 5 et vpp1 = 5

1. Déterminer k € 10, 1[ tel que : Vn € N, vp41 — tupy1 = k(vy — up).

2. Montrer par récurrence que : Vn € N, v, > uy,.

3. a) Déterminer le sens de variation de (u,) et de (vy,).
b) Pour tout n € N, on pose w,, = v, — u,. Déterminer 1’expression de w,, en fonction de n.
c) Montrer que (uy,) et (v,) convergent vers la méme limite.

n
4. Pour tout n € N, on pose s, = Zwk.
k=0

a) Déterminer, pour tout n € N, I’expression de s, en fonction de n.

Up — Un—1
2

c¢) En déduire une relation simple entre les termes de (s,,) et de (uy,) puis une expression de u,, pour

tout n € N.

5. Déterminer finalement lim wu, et lim wv,.
n—-+4o0o n—-+o0o

b) Montrer que pour tout n > 1, w, =

Exercice 3 (Les cinq questions sont indépendantes)

1. Déterminer ’ensemble de définition des fonctions suivantes :

1 1
a) firx— ——; b)g:xr—Ine*—-1); ¢)h:x+— ———.
)/ @ -1 9 (e =1); ¢ In(z + 1)
2. Simplifier au maximum les expressions suivantes en précisant pour quelles valeurs de x :
242z
2) Ax) = 7+ b) B(z) = ~In(2r) ~In(x) ~In (%) L o) Clz) = Vexe ™.
e\’ x



3. Résoudre les équations ou inéquations suivantes :
a) (1+ ln(:l;))2 =4; b) (ln(x))2 —3In(z)+2=0; c)

e) tan(x) = sin(2z).

1
e +1

vz e —1

4. Calculer les limites suivantes : a) lim —————:b) lim zV*; ¢) lim ———— .
T—>+00 (ln(l))4 z—0+ =0 ./1 4+ 32— 1

xT

<2; d)In(10 —2?) > 0;

5. On définit la fonction f : 2 — — Arctan(2z?) — Arctan <%) + Arctan (”TT_1>
x

a) Déterminer le domaine de définition D de f et calculer ses limites aux bornes de D.
b) Calculer la dérivée de f et en déduire une expression simplifiée de f(z) [On rappelle la formule de
dérivation : (u o) (x) = v/ (v(x))xv'(x)].

Exercice 4

2
On consideére la fonction f définie sur [1,+oo[ par : Vo > 1, f(z) = 5 L T
Tz —
On note Cy sa courbe représentative dans un repere du plan.
1. Etablir 'encadrement : Vo > 1, 1< f(z) < L —2’_ 1.
5 a) Détermmi y N flx : .
. a) Déterminer Jm f(z), puis Jm ==, qu'on notera a.
b) Déterminer lim (f(z)— ax), qu’on notera b.
T—+00
c¢) Montrer qu’il existe un réel ¢ tel que : Vo > 1, f(z) —azx —b= 5 & 7 et donner la valeur de c.
l‘ —
Justifier alors que : Vz > 1, f(x) > 2x2— 1.

d) En déduire lirf [f(x) — (ax 4 b)] et interpréter ce résultat concernant Cy.
T—r+00

3. a) Etudier le sens de variation de f.
b) Tracer la courbe Cy et les droites d’équations y = ax +bet y = JUTH dans le méme repere.
Exercice 5

On considere la suite (uy,)pen définie par ug € R\ {1} et, pour tout n € N, u, 1 = f(u,) ou f est la
2

fonction définie par f : z +— L +11.
7 —

1. Vérifier que : Vo € R\ {1}, f(z)=x+1+ Ll’ puis montrer que la dérivée de f sur R~ {1} est

1‘ p—
. z? — 2z —1 . - o -
donnée par f'(z) = ﬁ et en déduire les variations de f, en précisant les limites aux bornes.
z—1
2. Représenter sommairement le graphe de f et de la droite d’équation y = x dans un repere
orthonormé (0,14, 7) du plan (prendre 0,5 c¢cm pour unité ou un demi “grand carreau”).

3. Justifier que la suite (uy)nen est bien définie en montrant que si ug > 1, alors Vn € N, u,, existe et
Uy, > 1, et si ug < 1, alors Vn € N, u, existe et u, < 1.

4. En supposant que (uy)nen converge vers £ € R, déterminer /.

5. On suppose que ug > 1. Etudier la monotonie et la convergence de la suite (uy)pen. Déterminer sa
limite éventuelle.

6. On suppose ug < —1. Montrer qu’alors (uy)n,en est croissante et converge. Donner sa limite.
7. On suppose 0 < ug < 1. Etudier la nature et déterminer la limite éventuelle de (Un)neN-

8. On suppose —1 < uy < 0. Montrer que : Vn € N, u,, € [—1,0] et en déduire la monotonie, la nature
et la limite de (uy)pen-

Ty



