L. Sup. B/L Le 18 décembre 2025

CONCOURS BLANC N° 1

E’preuve de mathématiques ; durée : J heures ; calculatrice interdite

Exercice 1
Soit f: R?® — R3
(x,y,2) —> (—2x4+y+2z,—x+y+2z —2x+y+22).

1. Montrer que f est un endomorphisme de R3 et écrire sa matrice A dans la base canonique
B = (e, e2,e3) de R3.

2. Déterminer Ker(f) et en donner une base, puis montrer que : Im( f) = Vect{(1,0, 1), (0,1,0)}.
3. f est-il injectif 7 surjectif 7 Justifier.

4. Déterminer Ker(f) NIm(f).

5. Calculer fo f((x,y,2)) pour tout (x,y,z) € R? et vérifier que Ker(f) C Ker(f o f).

Exercice 2

2 1 -2
Dans cet exercice, on note A la matrice A = (1 0 O ) et B = (e1,e2,e3) la base
01 0

canonique de R3. On consideére f ’endomorphisme de R? canoniquement associé & A c¢’est-a-
dire tel que Matg(f) = A.

1. Déterminer f((z,y,z)) pour tout (z,vy,z) € R3.
2. Déterminer le rang de f, son noyau et son image. Que peut-on dire de f 7
3. a) Déterminer le rang de f — Idps et donner une base de Im(f — Idgs).

b) En déduire la dimension et une base de Ker(f — Idgs) en vérifiant que le vecteur
u = (1,1,1) appartient au noyau de f — Idps.

4. Soient v = (1,—1,1) et w = (4,2,1). Exprimer f(v) et f(w) en fonction de v et w.
5. Montrer que € = (u, v, w) est une base de R3,
6. Déterminer la matrice de f dans la base C. On notera D cette matrice.

7. a) Déterminer la matrice de passage P de B a C et exprimer la matrice A a l'aide de P, D
et P71
b) Montrer que, pour tout n € N, A" = PD"P~1,
c¢) Donner explicitement la premiére colonne de A™ en fonction de n.
8. Vérifier que f3 =22 + f —2Idgs ot f2= fo fet 3= fo f2
9. Justifier que A est inversible et exprimer A~! & I’aide de I3, A et A2
10. Montrer, par récurrence, que, pour tout n € N, il existe un triplet (ay, by, ¢;,) de nombres
réels tel que A" = apl3 + by A + ¢, A°.
Exercice 3
1. Soit v un endomorphisme non nul de R" vérifiant v owu = 0. On note r le rang de u et p la
dimension du noyau de u.
a) Démontrer I'inclusion : Im(u) C Ker(u).
b) Montrer la double inégalité : r < g < p.
c¢) On suppose n = 2 : dans ce cas, montrer I’égalité Im(u) = Ker(u).

d) On suppose n = 3 : dans ce cas, calculer les valeurs de r et p.



2. Soit v "endomorphisme de R? défini par :
V(z,y,2) €R3 v((z,y,2)) = (—x+y+ 2,20 +2y + 22,2 —y — 2).

a) Déterminer une base et la dimension de Ker(v).

b) Déterminer la dimension et une base de Im(v).

c) Comparer Ker(v) et Im(v). Que vaut vowv?

d) Prouver l'existence d'une base B = (a,b,c) de R? telle que v(a) = Ogs, v(b) = Ogs et
v(c) = a. Déterminer explicitement une telle base.
3. Soit f =Id —v oll v est 'endomorphisme du 2. et Id I'application identité de R3.

a) Montrer que f est un automorphisme de R? et déterminer f~!, qu'on exprimera en
fonction de Id et v.

b) Soit (a, B) € R? tel que arId +Bv = 0. Montrer que o = 8 = 0.
c¢) Montrer que : Vn € N, f" = a,Id +b,v avec (an,b,) € R% ot f* = fofo---of et
—_—

n fois
f% =1d par convention.
Justifier que les réels a, et b, sont uniques.
Exercice 4

1. Pour cette question, soient v; = (1,—1,0), vo = (—1,—-2,1) et v3 = (2,0, 3).

a) Montrer que la famille (v;, v2,v3) forme une base de R3.

b) Montrer que H = {z € R? | (A, \2) € R%, 2 = A (v2 — v1) + Aa(v3 — v2)} est un
sous-espace vectoriel de R3.
Pour tout i € {1,2,3} et tout j € {1,2,3}, on définit le vecteur u; ; = v; — v;. On note E3 le
sous-espace vectoriel de R3 engendré par la famille (uij)1<i<3,1<5<3-

c¢) Donner la liste des vecteurs w; j pour 1 <i<3et 1< j<3.

d) Que vaut dim(E3) ?

Dans toute la suite du probleme, n > 1 désigne un entier naturel quelconque et vy, va,..., v,
des vecteurs de R" tels que la famille (v, ve,...,v,) forme une base de R™.

2. Pour tout i € {1,...,n} et tout j € {1,...,n}, on définit w; ; = v; — v;. On note E le
sous-espace vectoriel de R" engendré par la famille (w; j)1<i<n,1<j<n-

Le but de cette question est de trouver la dimension de FE.

a) Montrer que w; ; est le vecteur nul si et seulement si ¢ = j.

b) Justifier que E est de dimension inférieure ou égale a n.

c) Montrer que la famille (wy 2, w1 3, w14, ...,w1,) forme une famille libre de R".
d) Soient i et j deux entiers dans {1,...,n}; exprimer le vecteur w;; en fonction des
vecteurs w2, W13, W14, --., Win-

e) Quelle est la dimension de E ?

3. Soient a et b deux nombres réels. Pour tout i € {1,...,n} et tout j € {1,---,n}, on
définit z; ; = av; 4+ bv;. On note F' le sous-espace vectoriel de R" engendré par la famille
(2i,j)1<i<n,1<j<n- Le but de cette question est de trouver dans quels cas F' = R".

a) Donner un exemple simple de nombres réels a et b pour lequel F' = R" et un exemple
pour lequel F' # R™.

b) Donner une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour que la matrice (Z 2)

soit inversible.
¢) On suppose a? =+ b2. Trouver deux nombres réels \ et p tels que Azq 9 + pao1 = vy,
d) En déduire que, si a® # b?, alors F' = R".
e) Que pensez-vous du cas a? = b ?
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